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Elliptische Kurven



Algebraische Geometrie: elliptische Kurven

Polynomgleichungssysteme und ihre Nullstellengebilde:

(affine) Varietaten
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Algebraische Geometrie: elliptische Kurven

Polynomgleichungssysteme und ihre Nullstellengebilde:
(affine) Varietdten

Beispiel

Elliptische Kurven gegeben durch Weierstrai-Gleichung
E:y2=x3+Ax+B

mit A, B € Q so, dass x° + Ax + B keine mehrfachen Nullstellen hat.
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Die Gruppenstruktur

Betrachte eine elliptische Kurve
E:y*=x>+ Ax +B.

E(Q): Losungen mit x, y € Q zusammen mit Punkt im Unendlichen.
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Die Gruppenstruktur

Betrachte eine elliptische Kurve
E:y*=x>+ Ax +B.

E(Q): Losungen mit x, y € Q zusammen mit Punkt im Unendlichen.
Gruppenstruktur auf E(Q):

P+Q+R=0 E(C) = C/A, A c C Gitter
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Die Gruppenstruktur

Betrachte eine elliptische Kurve
E:y*=x>+ Ax +B.

E(Q): Losungen mit x, y € Q zusammen mit Punkt im Unendlichen.
Gruppenstruktur auf E(Q):

\K//—’\ :
P+Q+R=0 E(C) = C/A, A c C Gitter

Satz von Mordell (1922)

Die abelsche Gruppe E(Q) ist endlich erzeugt:
E(Q) = Z" & E(Q)tors mit dem Rang r > 0 und E(Q)tors endlich.
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Motivation fiir die und Aussage der
BSD-Vermutung



Die Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung

[-Funktion von E:

1 1
Les= |1 T—ap=+p = | 1—app=

pesgood Pesbad

mita, = p+1—#E(F,) fiir p € Sgooq (Spur des p-Frobenius).

Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung

7= Vapn := ordg=1 L(E, s)
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Die Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung

[-Funktion von E:

1 1
Les= |1 T—ap=+p = | 1—app=

pesgood Pesbad

mita, = p+1—#E(F,) fiir p € Sgooq (Spur des p-Frobenius).

Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung

7= Vapn := ordg=1 L(E, s)

> Aufgestellt in den 1960er Jahren nach Computerberechnungen.
» Gibt ,Tag-Nacht-Algorithmus” zur Berechnung von E(Q).

» Bewiesen, wenn ords-1 L(E,s) < 1.
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Die Shafarevich-Tate-Gruppe

Die Shafarevich-Tate-Gruppe
MI(E/Q) := ker (H'(Q, E) — (D H'(Q, E)|
v

klassifiziert tiberall lokal triviale E-Torseure.
» II(E/Q) ist Maf fiir Fehlschlagen des Lokal-global-Prinzips.
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Die Shafarevich-Tate-Gruppe
Die Shafarevich-Tate-Gruppe

HI(E/Q) = ker (H'(Q,E) » (D H'(Q,, E))

klassifiziert tiberall lokal triviale E-Torseure.
» II(E/Q) ist Maf fiir Fehlschlagen des Lokal-global-Prinzips.

» Vermutung: endlich!

» Anwendung: Sei C Kurve vom Geschlecht 1.
Entscheide: C(Q) = 0? #C(Q) = co?
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Die Shafarevich-Tate-Gruppe

Die Shafarevich-Tate-Gruppe
MI(E/Q) = ker (H'(Q,E) » D H'(Q,, B))
v

klassifiziert tiberall lokal triviale E-Torseure.
» III(E/Q) ist Maf fiir Fehlschlagen des Lokal-global-Prinzips.

» Vermutung: endlich!

» Anwendung: Sei C Kurve vom Geschlecht 1.
Entscheide: C(Q) = 0? #C(Q) = o0?

starke BSD-Vermutung

- _ #E(Q)wrs)>  L'(E, 1)
#III(E/Q) = #I(E/Q)an := MLe  O:Reg,

Vergleiche mit der analytischen Klassenzahlformel!
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Ein Beispiel fiir die Shafarevich-Tate-Gruppe

Die Selmer-Kubik
3% + 4P +522 =0

ist ein nichttriviales Element von [11(£/0)[3] mit der elliptischen Kurve
E:X+y°+3-4-5-22=0

mit 7 =74, = 0.
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Ein Beispiel fiir die Shafarevich-Tate-Gruppe

Die Selmer-Kubik
3% + 4P +522 =0

ist ein nichttriviales Element von [11(£/0)[3] mit der elliptischen Kurve
E:X+y°+3-4-5-22=0

mitr =1y, =0.
Unter Annahme der starken Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung ist

III(E/Q) = (Z/3)*.
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Es gibt Analogon fiir abelsche Varietdten
hoherer Dimension!

Kurve vom Geschlecht 2
Hier ist deutlich weniger bekannt!
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Stand der Forschung zur (starken) BSD-Vermutung

» Wenn dim A = 1, starke BSD verifiziert fiir Fithrer bis 5000.
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Stand der Forschung zur (starken) BSD-Vermutung

v

Wenn dim A = 1, starke BSD verifiziert fiir Fiihrer bis 5000.

v

Vor allem Resultate fiir modulare abelsche Varietiten A.

v

Nicht jede abelsche Varietdt der Dimension > 1 ist modular.

v

Aus Gross-Zagier und Kolyvagin-Logachév kann man fiir diese
1 = ran folgern, wenn ran < dim A. (1980er Jahre)

v

Auflerdem gilt dann #I11(A/Q)an € Q>0 und #III(A/Q) < oo.
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Stand der Forschung zur (starken) BSD-Vermutung

» Wenn dim A = 1, starke BSD verifiziert fiir Fiihrer bis 5000.
» Vor allem Resultate fiir modulare abelsche Varietdten A.
> Nicht jede abelsche Varietidt der Dimension > 1 ist modular.

> Aus Gross-Zagier und Kolyvagin-Logachév kann man fiir diese
1 = ran folgern, wenn ran < dim A. (1980er Jahre)

> Aufierdem gilt dann #I1I(A/Q)an € Q>0 und #I11(A/Q) < co.

> Offen: #I1I(A/Q) - #I11(A/Q)an (starke BSD-Vermutung)
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Probleme, wenn dim A > 1

Was ist nicht verfiigbar?

> Fiir welche p gibt es p-Isogenien A — A’?

» Das Hulersystem von Kolyvagin-Logachév ist nicht explizit.

Starke BSD in Dimension > 1 bisher in keinem einzigen Fall verifiziert,
der sich nicht auf Dimension 1 reduzieren lasst!
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Ein explizites Eulersystem

Satz (K.): endlicher Trager von III

Sei A eine modulare abelsche Varietét tiber Q.
Es ist III(A/Q)[p] = O fiir alle p mit

> pp: Gal(Q|Q) — Aut(A[p](Q)) irreduzibel und

> pt2-c-gedy(Ix) mit Heegnerindizes Ix und
dem Tamagawaprodukt c.
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Ein explizites Eulersystem

Satz (K.): endlicher Trager von III

Sei A eine modulare abelsche Varietét tiber Q.
Es ist III(A/Q)[p] = O fiir alle p mit

> pp: Gal(Q|Q) — Aut(A[p](Q)) irreduzibel und

> pt2-c-gedy(Ix) mit Heegnerindizes Ix und
dem Tamagawaprodukt c.
Diese p sind explizit berechenbar.
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Berechnung von #I11(A/Q) und #I11(A/Q)an

Fiir alle anderenyp ...
1. ...berechne die p-adische L-Funktion, oder
2. ...mache einen p-Abstieg,

...um ITI(A/Q)[p] zu berechnen.
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Berechnung von #I11(A/Q) und #I11(A/Q)an

Fiir alle anderenyp ...
1. ...berechne die p-adische L-Funktion, oder
2. ...mache einen p-Abstieg,

...um ITI(A/Q)[p] zu berechnen.

Berechne #111(A/Q).,, mittels modularer Symbole und,
wenn 7, = dim A, einem Heegnerindex.
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Abhéngigkeitsgraph des Projektes

L'(f/K, 1)
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BSD(A)
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Ein konkretes Beispiel



A = Jac(Xo(39)/wi3)
> 0=Z[V2]

> ¥ =7an =0
> A(Q) = A(Q)tors = Z/2 X Z/(2 : 7)
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A = Jac(Xo(39)/w13)

> 0= Z[\/E]

> r=ran=0

> A(Q) = A(Q)tors = Z/2 X Z/(2 ) 7)

> p, ist reduzibel genau fiir p = (V2) und genau ein pp = 7.
> c="7
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A = Jac(Xo(39)/w13)
> O = Z[\/E]

> ¥ =7an =0

> A(Q) = A(Q)tors = Z/2 X Z/(2 : 7)

> py ist reduzibel genau fiir p = (\/5) und genau ein pp = 7.
> c=7

> Selp(A/Q) = (Z/2)* = A(Q)[2] impliziert IIT1(A/Q)[2] = 0.
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A = Jac(Xo(39)/w13)

> 0 =Z[V2]

> ¥ =7an =0

> A(Q) = A(Q)tors = Z/2 X Z/(2 : 7)

> py ist reduzibel genau fiir p = (\/5) und genau ein pp = 7.

P =

> Selp(A/Q) = (Z/2)* = A(Q)[2] impliziert IIT1(A/Q)[2] = 0.

> [KL] mit IQ(\/—_23) = 7 impliziert #I11(A/Q)[p] = O fir p 1 (V2),7.
> #HI(A/Q)an =1



A=

VVyVyVYVYyVYVYYVY

Jac(Xo(39)/w13)
0 =Z[V2]

r="tan =0
A(Q) = A(Q)tors = Z/Z X Z/(2 : 7)
py ist reduzibel genau fiir p = (\/5) und genau ein pp = 7.

c=
Sel,(A/Q) = (Z/2)* = A(Q)[2] impliziert ITI(A/Q)[2] = 0.

[KL] mit IQ(\/—_23) = 7 impliziert #I11(A/Q)[p] = O fir p 1 (V2),7.

#HI(A/Q)an =1
Py ist mit

0-Z/7 = Alp] 5 u7r—1

nicht-zerfallend exakt,
und Sel (A/Q) = Z/7 = A(Q)[7] folgt mit p-Abstieg.



A=

VVyVyVYVYyVYVYYVY

Jac(Xo(39)/wn3)

0 =Z[V2]

r=rtam =0

A(Q) = A(Q)tors = Z/2 X Z/(2 : 7)

py ist reduzibel genau fiir p = (\/E) und genau ein pp = 7.

Cc=

Sel,(A/Q) = (Z/2)* = A(Q)[2] impliziert ITI(A/Q)[2] = 0.

[KL] mit IQ(\/—_23) = 7 impliziert #I11(A/Q)[p] = O fir p 1 (V2),7.
#HI(A/Q)an =1

Py ist mit

0-Z/7 = Alp] 5 u7r—1

nicht-zerfallend exakt,

und Sel (A/Q) = Z/7 = A(Q)[7] folgt mit p-Abstieg.

Die p-adische L-Funktion hat konstanten Term eine Einheit in
O; = Z7, also zeigt die integrale GL,-IMC III(A/Q)[?] =0,
weil p; irreduzibel ist.



Alle Atkin-Lehner-Quotienten von unserem Typ (I)

X r O #l,n ppred. ¢ (D,Ip) #II
Xo(23) 0 5 1 11, 11 (=7,11) 119
X0(29) 0 V2 1 7 (=7, N
Xo(31) 0 V5 1 V55 (=11,5) 30
Xo(35)/w; 0 V17 1 27 1 (-19,1) 1
Xo(39)/wiz 0 V2 1 V2,77 7 (=23,7) 7°
Xo(67)* 2 5 1 1 (-7,1) 1
Xo(73)* 2 5 1 1 (-19,1)

Xo(85)* 2 V2 1 V2 1 (-19,1) 1
Xo(87)/wy 0 5 1 V5 5 (=23,5) 30
X0(93)* 2 5 1 1 (-11,1) 1
Xo(103)* 2 5 1 1 (-11,1)

Xo(107)* 2 5 1 1 (-7,1) 1
Xo(115) 2 5 1 1 (-11,1)

Xo(125)* 2 45 1 V51 (-11,1) =0




Alle Atkin-Lehner-Quotienten von unserem Typ (II)

X r O #,, ppred. c (D,Ip) #III
Xo(133)* 2 5 1 1 (-31,1) 1
Xo(147) 2 2 1 V2,717 1 (-47,1) 7°
Xo(161)* 2 5 1 1 (-19,1) 1
Xo(165) 2 V2 1 V2 1 (-131,1) 1
Xo(167)t 2 5 1 1 (-15,1) 1
Xo(177) 2 A5 1 1 (-11,1) 1
Xo(191)* 2 5 1 1 (-7,1) 1
Xo(205) 2 5 1 1 (=31,1) 1
Xo(209) 2 2 1 1 (=51,1) 1
Xo(213)* 2 5 1 1 (-11,1) 1
Xo(221)* 2 5 1 1 (=351 1
Xo(287) 2 5 1 1 (=31,1) 1
Xo(299) 2 5 1 1 (-43,1) 1
Xo(357 2 V2 1 1 (-47,1) 1
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Ausblick



Herausforderung

Finde mittels Shnidman-Weiss' Beispiele von A/Q mit

#111(A/Q) = #I11(A/Q)an # 2

1Elements of prime order in Tate-Shafarevich groups of abelian varieties over Q,
arXiv:2106.14096
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arXiv:2106.14096

Ausblick

Zukiinftige Arbeit

» Verifikation fiir alle ~ 1200 Neuformen von Stufe < 1000
mit reell-quadratischen Koeffizienten absehbar.
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Ausblick

Zukiinftige Arbeit

» Verifikation fiir alle ~ 1200 Neuformen von Stufe < 1000
mit reell-quadratischen Koeffizienten absehbar.

> : Eine generische Kurve vom Geschlecht 3
ist nicht hyperelliptisch, also brauchen wir eine explizite Theorie
von Jacobischen und Hohen!

» Starke BSD-Vermutung iiber Zahlkorpern.
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Danke!

Mehr Details im ndchsten Computeralgebra-Rundbrief.
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